Capitulo 3

Conexion

3.1. Espacios conexos

Observacion 3.1.2. Sea X es un espacio topolégico y A C X un subespacio. Entonces A no sera
conexo si existen U y V abiertos de X con UNA# 0y VN A#( tales que

AcCcUUV y
UnvV)nA=40.

Demostracion. (1) = (2) Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que X es conexo y
existen cerrados no vacios F} y F; tales que
X =F 1 U F: 2y
Fl N F2 - @
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Entonces X \ F} y X \ F3 son abiertos no vacios tales que

0
(X\F)N(X\F)=X\FUF =0

Como consecuencia, (X \ F} | X'\ F») es una separacién no trivial de X lo que entra en contradiccién
con la conexién de X.

(2) = (1) Razonando del mismo modo, si X no es conexo admite una separacién no trivial
(U | V). Entonces X se puede escribir como unién disjunta de los cerrados no vacios X \U y X \ V.

(1) = (3)
Supongamos que existe un subcojunto propio U de X no vacio que es abierto y cerrado. Entonces,
(U | X \ U) es una separacién no trivial de X, lo que contradice la conexién de X.

(3)=(1)

Supongamos que X no es conexo y sea (U | V) una separacién no trivial. Entonces U = X\V # ()
es abierto cerrado en contradiccion con la hipotesis. O]
Ejemplos

1. Sea X un espacio discreto con mas de un elemento. Entonces X no es conexo ya que dado
r e X, ({z} | X\ {z}) es una separacién no trivial de X.

2. Si X es un espacio indiscreto entonces X es conexo ya que los uinicos abiertos son X y (.
3. El espacio de Sierpinski es conexo ya que el inico abierto no trivial es {0}.
4. La recta de Sorgenfrey Rg no es conexo ya que (U | V) con
U=(-00,0) v V =10,+00),
es una separacion no trivial de Rg.

5. La recta de Kolmogoroff R es conexo ya que si U y V son abiertos no vacios de Rx entonces
Unv #0.

6. El conjunto R\ {0} dotado de la topologia usual no es conexo ya que (U | V') con
U= (-00,0) v V=(0,+00),

es una separacion no trivial de R\ {0}.
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7. El conjunto Q@ de los nuimeros racionales dotado de la topologia usual no es conexo. En
particular, si A C Q es un subconjunto que contiene mas de un punto entonces A no es
conexo.

En efecto, sean p, ¢ € A dos puntos tales que p < ¢. Como R\ Q es denso en R existe r € R\ Q
tal que p < r < gy, por tanto, (U | V) con

U=(-oco,r)NA y V=(r,+o00)NA

es una descomposicién no trivial de A.

Proposiciéon 3.1.4. El conjunto R de los niumeros reales dotado de la topologia usual es conezo. |

Demostracion. Supongamos que R con la topologia usual no es conexo. Entonces, existe (U | V)
separacion no trivial de R. Sean v € U y v € V' y supongamos que u < v. Se define

A={€eU| (u,u") CU}

Como U es abierto en R se sigue que A # (). Ademés, A estd acotado superiormente por v y, por
consiguiente existe a = sup A.

Supongamos que a € U. Como U es abierto en R existe ¢ > 0 tal que (a —e,a+¢) C U. Como
a es el supremo de A existe v’ € A tal que a — e < v/ < a. Como consecuencia

(uya+e)=(u,u)U(a—¢e,a+e)CU

lo que contradice que a sea el supremo de A. Entonces, a € V' y, como V' es abierto, existe &' > 0
tal que (a —¢&’,a+¢') C V y, por tanto

(a—¢é,a+eYNU =1,
lo que contradice que a sea el supremo de A.
Como consecuencia de estas contradicciones se sigue que R es conexo ya que solamente admite

la separacion trivial. O

3.2. Continuidad y conexién

Teorema 3.2.1. Sean X e Y espacios topologico y f : X — Y wuna aplicacion continua. Si
X es conexo entonces f(X) es conexo.
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Demostracion. Supongamos, razonando por reduccién al absurdo, que f(X) no es conexo y sean
Uy Vabiertosde Y con UN f(X) £ Dy VN f(X)#0Dy tales que

fX)cUuuy,
UnvV)Nnf(X)=0.

Veamos que (f~1(U) | f~1(V)) es una separacién no trivial de X. Como U y V son abiertos de Y y

f se tiene que f~1(U) y f~1(V) son abiertos. Por otro lado, dado que UN f(X) # Dy VN f(X) # 0
1
(

se tiene que tanto f~'(U) como f~(V) son no vacios. Ademés, como f(X) C U UV se tiene que
X=f1(fXx)cfiouv)=fuufiv),
y dado que U NV N f(X) = 0 se sigue que
D= UNVNX) = UNV)=FO)NfHV).

Como consecuencia, (f~1(U) | f~(V)) es una separacién no trivial de X, lo que contradice la
conexion de X. O

| Corolario 3.2.2. Todo cociente de un espacio topoldgico conexo es conexo.

| Corolario 3.2.3. La conexion es una propiedad topoldgica.

Ejemplos
1. Todo intervalo abierto de la recta real es homeomorfo a la recta real y, por tanto, conexo.

2. La circunferencia S! es conexo ya que la aplicacién

f:R— St
t > et

es continua y sobreyectiva.

Proposicion 3.2.4. La circunferencia y la recta real no son homeomorfos.

Demostracion. Supongamos, razonando por reduccion al absurdo, que existe un homeomorfismo
h:S' — R. Sea zy = h(Py) donde Py = (0, 1) es el polo norte de S*. Entonces

hlsngpyy : S'\{Pn} — R\ {zo}

es un homeomorfismo entre S'\ { Py} que es conexo siendo homeomorfo a R y R\ {z} que no lo es
ya que admite la separacién no trivial (U | V') con U = (—o0,z9) y V = (zg, +00). Esto contradice
que la conexion sea una propiedad topoldgica y por tanto se sigue el resultado. O]
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3.3. Algunas propiedades de los espacios conexos

Lemma 3.3.1. Sea X un espacio topoldgico y (U | V') una separacion no trivial de X . Supon-
gamos que A C X es conexo. Entonces, ACU o ACV.

Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. O

Una consecuencia inmediata de este lema es el siguiente corolario.

Corolario 3.3.2. Sea X un espacio topologico y A, B C X son sunconjuntos conexos tales que
AN B # (). Entonces, AU B es conexo.

Proposicién 3.3.3. Sea X un espacio topoldgico y A C X un subconjunto conexo. Supongamos
que B satisface que A C B C A. Entonces B es conexo. En particular la adherencia de un
conjunto conexo es un conjunto conezo.

Demostracion. Supongamos que B no es conexo y sea (U | V) una serparaciéon no trivial de B,
es decir, U y V son abiertos disjuntos no vacios de B con la topologia de subespacio, tales que
UUuV = B. Como A C B es conexo, se tiene que A C U o A C V. Supongamos que A C U y sea
V' abierto en X tal que V. = V' N B. Sea x € V, entonces V' es un entorno abierto de x y, por
tanto, como B C A,

DAV NA=VNA

lo que contradice que (U | V') sea una separacién no trivial de B. O]

‘ Corolario 3.3.4. Todo intervalo de la recta real es un conjunto conexo.

Ejemplos

1. El reciproco de la Proposicién 3.3.3 no es cierto ya que R\ {0} no es conexo mientras que su
adherencia es la recta real R que si es conexo.

2. El seno del topologo definido como
§={(z,senl/z) |z € (0,1]} U ({0} x [-1,1])

€S conexo.

En efecto, sea

f:(0,1] — R?
x> (z,sinl/x).
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La aplicacion f es continua y, como consecuencia,

So = {(z,sin1/z) |z € (0,1]} = £((0,1])

es conexo. La conexion de S se sigue de la conexién de Sy combinado con que S = S.

Proposicion 3.3.5. Sea X un espacio topologico. X es conexo si y solo si dados x,y € X
existe un conexo C C X tales que z,y € C.

Demostracion. “=" Si X es conexo basta tomar C = X.

“<” Supongamos, razonando por reduccién al absurdo que X no es conexo y sea (U | V') una
separacion no trivial de X. Si C' C X es conexo se tiene que C' C U o C' C V y, por tanto, si
escogemos * € U e y € V no existe ningiin conexo que contenga simultaneamente a = e y en
contradiccién con la hipdtesis.

]

Teorema 3.3.6. Sean X e Y espacios topologicos. El espacio producto X XY es conexo siy
solo s1 X eY son conexos.

Demostracion. “=" Puesto que las proyecciones m; y 5 en cada uno de los factores son continuas
y sobreyectivas si X X Y es conexo se sigue que X e Y también lo son.

“<” Veamos que dados (x1,y1) v (72, y2) en X X Y existe un conexo C tal que (z1,91), (22, y2) €
C'. Basta escoger

C = ({z} x V) U (X x {y2}).

En efecto, C' es conexo ya que es la unién de {z1 } xY y X x{y2} que son conexos siendo homeomorfos
a X e Y respectivamente y

({21} x ¥) N (X x {w2}) = {(21, )}

Ademas (x1,41), (x2,y2) € C. Por tanto X x Y es conexo. O

Corolario 3.3.7. [0,1] x [0,1] es conexo y, como consecuencia, lo son todos sus cocientes.

3.4. Componentes conexas

Sea X un espacio topoldgico. Se define en X la relacién x ~ y si existe C' C X conexo tal que
x,y € C.

Observacion 3.4.1. La relaciéon ~ es de equivalencia.
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Definicién 3.4.2. Las clases de equivalencia de ~ se denominan componentes conezxas de X.
La componente conexa que contiene a un punto x € X se denota por C(x).

Teorema 3.4.3. Sea X un espacio topoldgico yx € X. La componente conexa C(z) es el mayor
subconjunto conexo de X que contiene a x. Ademds, X es la union disjunta de sus componentes
conexas.

Demostracion. Sea x € X y C(z) la componente conexa de X que contiene a x. Es claro que si
E C X es conexo y x € E entonces E C C(x) ya que todo punto y € E estd relacionado con .
Por otro lado, C(x) es conexo ya que si y, z € C(x) existen A y B subconjuntos conexos de X tales
que z,y € Ay x,z € B. Por tanto, A, B C C(x). Como z € AN B se tiene que AU B C C(x) es
un subconjunto conexo tal que y,z € AU B. Ademas, si A es conexo con x € A se tiene que para
caday € A, y ~ = y, como consecuencia, A C C(z).

La segunda parte del enunciado se sigue de que ~ es una relacion de equivalencia. O]

Proposicion 3.4.4. Sea X un espacio topologico. Las componentes conexas de X son subcon-
jJuntos cerrados de X .

Demostracion. En efecto, sea x € X. Como C(x) es conexo se tiene que C(z) es conexo .Ademés
x € C(x) y, por tanto, se sigue C(z) C C(z), lo que garantiza que C(x) es cerrado. O

Ejemplos
1. Las componentes conexas de Q con la topologia son los puntos.
2. Las componentes conexas de {% | n € N} en R con la topologia usual son los puntos.

3. Las componentes conexas de R\ {0} con la topologia usual son (—o0,0) y (0, 400).

3.5. Conexion por caminos

Definicién 3.5.1. Sea X un espacio topolégico. Llamaremos camino en X a una aplicacién
continua o : [0,1] — X. Diremos que X es conexo por caminos si para cada par de puntos
x,y € X existe un camino o en X tal que 0(0) =z y o(1) = v.
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Ejemplos
1. R™ es conexo por caminos ya que dados x,y € R”, la aplicacién

o:[0,1] — R"
teso(t) = (1—t)x +ty

es un camino que une x e y. Asimismo, cualquier subconjunto convexo de R™ es conexo por
caminos.

2. Sin >2, R"\ {0} es conexo por caminos.

3. El espacio de Sierpinski es conexo por caminos ya que la aplicacién o : [0,1] — S dada por

0 si te][0,1)
1 si t=1

es un camino entre 0 y 1.

4. M3és generalmente, si X un conjunto finito preordenado y sean x,y € X dos elementos tales
que = < y la aplicacién o : [0,1] — X dada por

{[E si tel0,1)

y si t=
es un camino entre x e y.

5. El seno del topdlogo S = {(z,sinl/z) | z € (0,1]} U{(0,y) | y € [-1,1]} no es conexo por
caminos.

Proposicion 3.5.2. Sea X un espacio topolégico. Si X es conexo por caminos entonces es
COMELO.

Demostracion. Ejercicio. O]

Proposicion 3.5.3. Sean X e Y espacios topologico y f : X — Y wuna aplicacion continua.
Si X es conexo por caminos, entonces f(X) es conexo por caminos.

Demostracion. Sean yi,y, € f(X) vy 21,22 € X tales que f(x1) = y1 ¥ f(x2) = y2. Como X es
conexo por caminos existe un camino o en X con o(0) = 21 y (1) = x5. Entonces, ¢ = f oo es
un camino e Y tal que 6(0) = y; e a(1) = ys. O
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| Corolario 3.5.4. La conexion por caminos es una propiedad topoldgica. |

‘ Corolario 3.5.5. Cualquier cociente de un espacio conexo por caminos es CONero Por Caminos. ‘

Teorema 3.5.6. Sean X e Y espacios topologicos. El espacio producto X XY es conexo por
caminos si y solo st X eY son conexos por caminos.

Demostracion. Ejercicio.

Ejemplos

1. La esfera S™ con n > 1 es conexo por caminos ya que R"™\ {0} es conexo por caminos y la

aplicacion

r: R\ {0} — S

x
x»—w‘(x)zw

es continua y sobreyectiva.

2. El cuadrado [0, 1] x [0, 1] es conexo por caminos y, por tanto, lo son todos sus cocientes.

3.6. Componentes conexas por caminos
Sea X un espacio topoldgico. Consideremos en X la relacién ~ dada por
x ~y siexiste un camino o en X con o(0) =z y o(1) = v.

La relacién ~ es una relacion es una relacion de equivalencia.

Definicién 3.6.1. Las clases de equivalencia de la relaciéon ~ se denominan componentes co-
nexas por caminos de X. La componente conexa por caminos que contiene a un punto x € X

se denota por ¢(x).

Teorema 3.6.2. Sea X un espacio topologico y x € X. La componente conexa por caminos
c(x) es el mayor subconjunto conexo por caminos que contiene a x. Ademds, X es la unidn

disjunta de sus componentes conexas por caminos.

Demostracion. Ejercicio. Pista: La prueba es andloga a la de las componentes conexas. O]
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Ejemplos

1.

El seno del toplélogo

S ={(z,sinl/z) |z € (0,1]}

tiene dos componentes conexas por caminos

co={0} x[-1,1] vy ¢ ={(x,sinl/x) |z €[0,1)}.

3.7. Conexion local

Definicién 3.7.1. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es localmente conezxo (local-
mente conezxo por caminos) si para cada z € X y cada entorno N de z existe un entorno conexo
(conexo por caminos) N’ de x tal que N’ C N.

Ejemplos

1.

Sea R\ {0} con la topologia usual. Sabemos que R\ {0} no es conexo y, por tanto, no es
conexo por caminos. Sin embargo R\ {0} es localmente conexo y localmente por caminos.

En efecto, sea z € R\ {0} y N un entorno de z, entonces existe ¢ > 0 tal que N’ =
(x —e,x4+¢) C N. Dado que N’ es un entorno conexo y conexo por caminos de z se sigue el
resultado.

. El conjunto de los nimeros racionales con la topologia usual no es localmente conexo por

caminos ni localmente conexo.

En efecto, si z € Q y N € N, entonces N contiene mds de un punto y, por tanto, N no es
conexo.

. El seno del topdlogo es conexo, no es conexo por caminos y tampoco es localmente conexo

por caminos ni localmente conexo.

. El conjunto de los niimeros racionales dotado de la topologia usual no es localmente conexo

por caminos ni localmente conexo.

. El espacio peine

P=A{(z,y) €[0,1] x [0,1] |z =0} U{(x,y) € [0,1] x [0,1] | z = 1/n, n € N}

con la topologia usual es conexo y conexo por caminos pero no es localmente conexo por
caminos ni localmente conexo.




3.7. CONEXION LOCAL 11

Teorema 3.7.2. Sea X un espacio topologico. St X es conexo y localmente conexo por caminos,
entonces X es conexo por caminos.

Demostracion. Sea C' una componente conexa por caminos X y veamos que C' es abierto y cerrado
en X. En efecto, C' es abierto en X ya que si x € C, entonces x posee un entorno N conexo por
caminos y, por tanto, N C C'. Por otro lado, C' es cerrado en X ya que X \ C es la unién de las
restantes componentes conexas por caminos de X y, por tanto, abierto en X. Puesto que X es
conexo y C' es abierto y cerrado en X se sigue que C' = X y, como consecuencia, X es conexo por

[]

caminos.

Corolario 3.7.3. Sea X un espacio topologico. St X es localmente conexo por caminos, las
componentes conexas de X coinciden con las componentes coneras por caminos.




